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1. EINLEITUNG UND ZUSAMMENFASSUNG 
Diese Arbeit beschaftigt sich mit der Entdeckung der Sylow-Satze, die ungefahr 
in das Jahr 1870 fallt. Sie behandelt damit ein wichtiges Ereignis der frtihen Ge- 
schichte der Gruppentheorie und schliel3t unmittelbar an eine Arbeit von Wa- 
terhouse [I9801 an. Fiir eine knappe, aber sehr pragnante und die wesentlichen 
Punkte deutlich hervorhebende Darstellung der Geschichte der Gruppentheorie in 
dem hier interessierenden Zeitraum wird auf Dieudonne [1978, Kapitel 3.4.11 
verwiesen, fur eine aul3erordentlich grtindliche Diskussion vieler Einzelheiten und 
Zusammenhange auf das bekannte Buch von Wuaing [ 19691. 
Weil es in wenigen Zeilen geschehen kann (selten genug bei einem historischen 
Thema), sol1 zunachst an die Aussagen der Sylow-Satze erinnert werden: Es sei G 
eine endliche Gruppe der Ordnung n = pkm wobei p eine Brimzahl und m kein 
Vielfaches von p ist. Dann enthalt G eine Untergruppe P der Ordnung pk (eine p- 
Sylow-Gruppe). Je zwei solche Untergruppen PI, PZ sind konjugiert, d.h. es exi- 
stiert g E G mit P2 = gP,g-*. Die Anzahl der p-Sylow-Gruppen ist einerseits ein 
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Teiler von 12, andererseits von der Form pk + 1. SchlieSlich ist jede Gruppe P der 
Ordnungpk aufl&bar, genauer es existiert eine Folge von Normalteilem PI C . . . 
c Pk = P mit [PiI = pi. 
Die zentrale Bedeutung dieser-vielleicht technisch und abstrakt erscheinen- 
den-Stitze fiir die Theorie endlicher Gruppen kann hier nicht erltiutert werden. 
Es muB geniigen festzustellen, dalj mit ihnen der Grundstein fiir die gesamte 
Strukturtheorie endlicher Gruppen gelegt ist [ 11. Ihre fundamentale Wichtigkeit 
wurde such von dem fiihrenden Gruppentheoretiker des vorigen Jahrhunderts, C. 
Jordan (1838-1922), sofort erkannt. In [Jordan 1873, 401, einer Arbeit, die erste 
Anwendungen enthglt, schreibt er: 
Cette proposition mCrite assur6ment par sa simplicitk, sa nettetk et sa g~n&alitt, d’&tre 
considkrke comme fondamentale; et nous ne doutons pas qu’elle ne donne lieu A d’impor- 
tantes conskquences. 
Dieses Urteil brauchte Jordan nie zu revidieren; noch im Juli 1907 schrieb er an 
den inzwischen 75jtihrigen L. Sylow (1832-1918) inzwischen auf eine fast vierzig- 
jtihrige persiinliche und wissenschaftliche Bekanntschaft zuriickblickend: 
Vous me parlez k la fin de votre lettre des nombreux travaux dont la thkorie des groupes a fait 
I’objet dans ces derniers temps: . Et ces travaux devraient vous plaire, n’ttant que le 
dkveloppement nature1 de vos beaux thtorkmes, dont j’ai CtC le premier, si je me ne trompe 2 
prtdire I’importance future. 11s m’ont inspire B votre tgard une amitik intellectuelle qui m’a 
fait me rkjouir B la vue de votre tcriture. [Z] 
Die Geschichte einer mathematischen Theorie ist vor allem die Geschichte der 
zentralen Stitze und tiefen Ergebnisse dieser Theorie. Entsprechend verdienen die 
Sylow-Stitze besondere Aufmerksamkeit im Rahmen einer allgemeineren Ge- 
schichte der Gruppentheorie. Es ist das Verdienst von Waterhouse [1980], erstmals 
eine solche Untersuchung vorgelegt zu haben, der von der mathematischen Sub- 
stanz her nur wenig hinzuzufiigen ist und die vor allem eine umfassende Darstel- 
lung verschiedener-heute z. T. fast vergessener-Beweisvarianten enthtilt. Die 
vorliegende Note-die als Erggnzung zu der Arbeit von Waterhouse angesehen 
werden kann-beschgftigt sich mehr mit der historischen Seite der Entdeckung 
der Sylow-Stitze. Wtihrend Waterhouse die Zeit nach der ersten VerGffentlichung 
der Sylow-S%tze im Jahre 1872 behandelt, geht es uns vor allem urn die Zeit vor 
1872. Es wird der Frage nachgegangen, wie Sylow zu der Problemstellung seiner 
S&e gekommen ist, welche Hilfsmittel und Methoden er zur Verftigung hatte, ob 
und gegebenenfalls welche Anregungen er von Zeitgenossen erhielt, wie er selbst 
seine Stitze einschtitzte, welche Hoffnungen und Erwartungen er mit ihnen ver- 
band, wie sie sich vielleicht in ein umfassenderes “Forschungsprogramm” 
einordnen lassen. 
Diese Fragen k6nnen nicht alle ganz eindeutig und vollstandig beantwortet 
werden, aber es ltifit sich doch folgendes feststellen: 
1. Sylow ist ganz offensichtlich von der Theorie der algebraischen Gleichungen 
und der Galois-Theorie zur Gruppentheorie gekommen und nicht-was such 
denkbar w&e-von einer abstrakteren Theorie der Permutations-Gruppen im 
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Sinne Cauchys (1789-1857). Dartiber hinaus war fur ihn Gruppentheorie noch 
praktisch ein Teil der Galois-Theorie, gewissermaljen angewandte Galois-Theo- 
rie, und er verwandte galois-theoretische Konstruktionen und Schltisse an Stel- 
len, die spater rein gruppentheoretisch behandelt wurden. Seine ersten beiden 
Hauptsatze (Existenz, Anzahl und Konjugiertheit der p-Sylow-Gruppen) hat er in 
unmittelbarem Anschlulj an ein Ergebnis von Galois (181 l- 1832) zunachst in 
einem sehr speziellen Fall (namlich p-Sylow-Gruppen einer Untergruppe der S,) 
gefunden und anschlierjend verallgemeinert. Bei dieser Verallgemeinerung konnte 
Cauchys bekannter Satz (Existenz eines Elementes der Ordnung p in einer 
Gruppe mit durch p teilbarer Ordnung), der such im Beweis benutzt wird, eine 
Rolle gespielt haben [Cauchy 18451. 
2. Sylow ist zwar ganz unabhangig von anderen Autoren zu der Entdeckung 
seiner Satze gekommen, aber die Gruppentheorie hatte zu dieser Zeit ein 
Entwicklungsstadium erreicht, da8 strukturelle Fragen dieser Art nahelagen und 
die Zeit fur die Entdeckung der Sylow-Satze reif war. Schon bei Galois und 
Dedekind (1831-1916) finden sich in lange Zeit unveroffentlicht gebliebenen 
Manuskripten Teilaussagen der Sylow-Satze. Weiterhin war etwa gleichzeitig mit 
Sylow der danische Mathematiker J. Petersen (1839-1910) [3] im Zusammenhang 
mit Konstruktionsproblemen auf das Problem der Auflosbarkeit der 2-Gruppen 
gestol3en. Uber diesen Fragenkreis existiert eine Korrespondenz zwischen Sylow 
und Petersen aus den Jahren 1870/71. 
3. Wenn such-wie gerade gesagt-die Zeit fur die Untersuchung der inneren 
Struktur der endlichen Gruppen gekommen war, so rtickten diese Probleme doch 
nicht sofort in das Zentrum des Interesses der Gruppentheoretiker. Das eigentlich 
zentrale Problem der Gruppentheorie im ganzen 19. Jahrhundert seit Cauchy und 
Galois war das Klassifikationsproblem oder , genauer und sinnvoller , das Problem 
der Klassifikation transitiver Permutationsgruppen, wobei von vornherein nahe- 
liegend war, nach Ordnung, Grad und Transitivitatsgrad vorzugehen. Wesentliche 
Beitrage stammten vor allem von Jordan [1961] und E. Mathieu (1835-1890) 141. 
Wie aus seinem NachlalJ und dem Briefwechsel mit Jordan ersichtlich ist, stand 
dieses Problem such bei Sylow im Vordergrund des Interesses. Auf die Sylow- 
Satze stieB er vielleicht eher beiltiufig. Er versuchte, sie sofort auf dieses Problem 
anzuwenden, und in seinen Briefen klingt etwas Enttauschung an, da8 sie bei der 
Bearbeitung des Klassifikationsproblemes sich nicht von durchschlagendem Nut- 
zen erwiesen. 
2. DAS ERBE GALOIS’ 
Unsere heutige (Lehrbuch-) Literatur suggeriert insofern ein etwas unzutref- 
fendes Bild, als man den Eindruck gewinnen konnte, da13 Galois’ Hauptleistung 
darin bestand, das gefunden zu haben, was wir heute Galois-Theorie nennen. Dies 
ist nur sehr eingeschrankt richtig: ein Kernpunkt der Galois-Theorie, namlich die 
Bedeutung der Gnrppen fur die Behandlung algebraischer Gleichungen, war 
schon vorher im Prinzip bekannt. Insbesondere war J. J. Lagrange (1736-1813) in 
seiner gro8en Arbeit zu diesem Thema schon dem “Hauptsatz der Galois-Theo- 
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rie” sehr nahe gekommen- und zwar nicht nur im “generischen Fall” unbe- 
stimmter Koeffizienten der betrachteten algebra&hen Gleichung, sondern im all- 
gemeinen [Lagrange 1770/71, insbesondere Artikel 1041. Auch hatte er die 
prinzipielle Bedeutung der Gruppentheorie fur dieses Problem erkannt. Vielleicht 
wiirde es zu weit gehen zu behaupten, da13 Lagrange den Hauptsatz der Galois- 
Theorie schon kannte, aber er hatte zweifellos klare und richtige Vorstellungen 
davon, in welcher Richtung die Theorie der algebraischen Gleichungen zu 
entwickeln sei [5]. Die eigentliche Leistung von Galois besteht darin, da13 er schon 
weit iiber “abstrakte Galois-Theorie” hinausgeht und, angeregt von dem Problem 
der Auflosung algebraischer Gleichungen durch Radikale, mit einer eingehenden 
Untersuchung der Struktur endlicher Gruppen beginnt. Zu diesem Zweck-und 
das ist sicher eine seiner beeindruckendsten Ideen-ertindet er die Theorie der 
endlichen K&per, urn namlich durch Darstellung der Gruppe in einer passenden 
linearen Gruppe tiber einem endlichen K&-per Auflosbarkeitsaussagen zu gewin- 
nen. Damit ist mit einem Schlage ein weites Spektrum gruppentheoretischer Pro- 
bleme und Konzepte angesprochen: die Untersuchung der inneren Struktur end- 
lither Gruppen, das Problem der Bestimmung auflosbarer Gruppen, die Be- 
schreibung von Gruppen als lineare Gruppen iiber endlichen Korpern und damit 
eine erste Idee einer allgemeinen Darstellungstheorie, etwas spezieller und 
konkreter dann die Bestimmung der auflosbaren Untergruppen affiner oder pro- 
jektiver linearer Gruppen, und, weil Galois-Gruppen als transitive Permutations- 
gruppen operieren, die Untersuchung transitiver Gruppen nach Ordnung, Grad 
und Transitivitatsgrad. Auf diesem Gebiet ist Galois praktisch ohne Vorganger 
und aus dem Nichts heraus zu Ergebnissen gekommen, von denen Bourbaki 
[1971, 701 noch hundert Jahre spater sagen konnte, da13 sie “zu den scharfsinnig- 
sten der Theorie zahlen”. Galois selbst hat die Bedeutung und Tragweite dieser 
Zusammenhtinge selbst hervorgehoben, als er schrieb: 
C’est surtout dans la theorie des permutations, ou I’on a sans cesse besoin de varier la forme 
des indices, que la consideration des racines imaginaires des congruences parait indispensa- 
ble. Elle donne un moyen simple et facile de reconnaitre dans quel cas une equation primitive 
est soluble par radicaux, comme je vais essayer d’en donner en deux mots une idte. [Galois 
1962, 1251 
Eines der bemerkenswertesten Einzelergebnisse Galois’ war sein Kriterium fur 
die Auflosbarkeit irreduzibler Gleichungen vom Primizahlgrad, das sich rein glei- 
chungstheoretisch formulieren lie13 (in heutiger Sprechweise: p(x) = 0 ist au&bar 
durch Radikale genau dann, wenn der Zerftillungskorper durch je zwei beliebige 
Wurzeln erzeugt wird). Vergleiche die Bemerkung: 
Pour qu’une equation irreductible de degre premier soit soluble par radicaux, il faut et il suffit 
que deux quelconques des racines &ant conneus, Ies autres s’en deduisent rationellement. 
[Galois 1962, 691 
Bekanntlich hat Galois weder Zeit gehabt noch sich die Zeit genommen, sein 
algebraisches und gruppentheoretisches Programm auszuftihren. Es kann aber 
kein Zweifel bestehen, dag er mehr gewurjt hat, als sich in seinen Aufzeichnungen 
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oder gar semen Publikationen findet. So kann such kaum verwundern, da8 er 
offenbar den wesentlichen Teil der Sylow-Satze gekannt hat, wie sich aus einer 
unveroffentlichten Randbemerkung ergibt, auf die wohl als erster Dieudonne 
[1978, 1171 hingewiesen hat. Es heil3t dort [Galois 1962, 721: 
Thkorkme. Si le nombre des permutations d’un groupe est divisible par pn (p &ant premier), 
le group aura pour diviseur un groupe de p” permutations. 
Es ist mtil3ig, dartiber zu spekulieren, ob Galois diesen Satz wirklich bewiesen 
oder nur erraten hatte. Sicher hatte er die Fahigkeiten und Mittel zum Beweis. 
Andererseits ist zu bedenken, da8 der Satz, so wie er formuliert ist, fast die 
Auflosbarkeit der p-Gruppen mit einschliel3t. Da sein Hauptziel gerade Auflos- 
barkeitskriterien waren, ware es dann eigentlich naheliegend gewesen, ihn such in 
diesem Zusammenhang zu erwghnen. 
Es ist oben gesagt worden, da8 Galois’ Werk fur jeden Mathematiker dieser 
Generation eine Herausforderung darstellen mu&e. Einer, der diese Herausfor- 
derung (in spater beiseite gelegten Untersuchungen) annahm, war Dedekind 
[1932; 19811. Es ist nicht notwendig, darauf noch einmal naher einzugehen. Was 
die Gruppentheorie betrifft, sollen nur drei Feststellungen gemacht werden: 1) Fur 
einen Mathematiker vom Range Dedekinds bestanden urn die Jahrhundertmitte 
keine grundsatzlichen Schwierigkeiten mehr, eine abstrakte Gruppentheorie zu 
konzipieren und mit einer Ausarbeitung zu beginnen, 2) als eines der ersten Pro- 
bleme stellte sich das Klassifikationsproblem [Dedekind 1932, 439; Cayley 18781, 
3) ausgehend von Cauchys schon erwahntem Satz scheint eine Untersuchung der 
inneren Struktur der endlichen Gruppen immer in Richtung auf die Sylow-Satze 
zu verlaufen: Dedekind zeigt, da13 eine p-Gruppe ein nicht-triviales Zentrum hat; 
da er den Begriff der Faktorgruppe kannte, hatte er daraus ohne weiteres die 
Auflosbarkeit der p-Gruppen folgern konnen [6, 71. 
Uberhaupt kann man feststellen, da8 die Galois-Theorie in den ftinfziger und 
sechziger Jahren recht schnell bekannt wurde; eine grol3ere Zahl von Mathemati- 
kern in verschiedenen Landern beschaftigten sich mit ihr, darunter such weniger 
bekannte oder solche, die an abgelegenen Orten wirkten, wie Sylow selbst oder 
der schon erwahnte Petersen. 
3. SYLOWS WEG ZU DEN SYLOW-SATZEN 
Aus der vorhandenen Literatur und einigen weniger bekannten Arbeiten Sy- 
lows, seinem NachlaS und seinem Briefwechsel la& sich rekonstruieren, wann 
und wie Sylow zu seinen gruppentheoretischen Untersuchungen gekommen ist. 
Wir stiitzen uns vor allem auf den von Kragemo [ 19331 verfa&en Lebenslauf, auf 
Sylows eigene Arbeiten [1867] und [1872] und auf den im Nachlal3 befindlichen 
Briefwechsel mit Jordan und Petersen [8]. 
Von Kragemo erfahren wir zunachst, da8 Sylow sich schon wahrend seines 
Lehramtsstudiums mit der Theorie der Gleichungen beschaftigt hat, und da13 er 
sich von ca. 1856 an, angeregt durch seinen Lehrer C. A. Bjerknes (182%1903), 
intensiv mit Abels (1802-1829) z. T. fragmentarischen Untersuchungen tiber al- 
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gebraische Gleichungen beschtiftigt hat. UnabhB;ngig von Kronecker (1823-1891) 
gelang es ihm, ein Fragment von Abel zu vervollsttindigen. 1860 reichte er diese 
Arbeit bei Crelles Journal ein; die Arbeit wurde aber von Kronecker abgelehnt. 
1861 erhielt er ein Stipendium, reiste nach Berlin, Leipzig und Paris, “urn die 
Bekanntschaft der bedeutendsten Mathematiker zu machen und die Theorie der 
Gleichungen und die Theorie der Gruppen zu studieren”. Sptitestens zu dieser 
Zeit mul3 er such begonnen haben, sich intensiver mit Galois zu beschtitigen, 
dessen Arbeiten in Serrets Cours d’alg&bre supCrieure allgemein bekannt gewor- 
den waren. Schon im Friihjahr 1863 hielt Sylow eine Vorlesung iiber Galois- 
Theorie, zu deren Hiirern such Lie (1842-1899) geh6rte. 
Einige Jahre spgter publiziert er dann seine erste selbsttindige Arbeit [Sylow 
18671 iiber Gruppentheorie, die der Sache nach genau zwischen Galois’ schon 
erwghnter Arbeit iiber irreduzible Gleichungen vom Primzahlgrad und seiner 
eigenen spgteren Arbeit iiber die Sylow-Stitze steht. Sylow beweist ngmlich in 
dieser Arbeit die Aussagen der Sylow-S&tze im Spezialfall einer Untergruppe der 
symmetrischen Gruppe S, vom Primzahlgrad IE fiir diese Primzahl IZ. Ausgangs- 
punkt dieser Untersuchung war offensichtlich die naheliegende Frage nach den 
miiglichen Ordnungen der Gruppe einer irreduziblen Gleichung vom Primzahl- 
grad. Er schreibt diese Ordnung in der Form n(np + 1)~ (wobei v also der Index 
einer n-Sylow-Gruppe in ihrem Normalisator und np + 1 der Index dieses Norma- 
lisators ist); es verdient hervorgehoben zu werden, da13 er such in seiner sptiteren 
Arbeit genau diese Bezeichnungen verwendet. Damit liegt die Vermutung nahe, 
darj die bet-tihmte Arbeit von 1872 unmittelbar aus diesen Untersuchungen 
erwachsen ist. 
Dies wird durch den Briefwechsel mit Petersen besttitigt, der Ende der sechzi- 
ger Jahre an seiner Dissertation iiber Konstruktionen mit Zirkel und Lineal ar- 
beitete. Er versuchte, die in diesem Zusammenhang zentrale Frage zu l&en, 
welche algebraischen Gleichungen die Koordinaten von konstruierbaren Punkten 
erftillen miissen. Er war schon ungefghr zu der richtigen Vermutung gekommen, 
deren gruppentheoretischer Kern besagt, da13 die Galois-Gruppe eine 2-Gruppe 
sein mul3. Da er das Problem jedoch nicht vollsttindig l&en konnte, wandte er sich 
in einem Brief vom 19.7.1870 an Sylow mit der Bitte urn Auskunft, ob Galois 
etwas zu dieser Frage gesagt h&te. Sylow antwortete daraufhin in einem Brief 
vom 17.9.70 unter anderem folgendes [9]: 
AUS Ihrem Brief schlieRe ich, dal3 es nur einen Punkt gibt (nlmlich 5) fiir welchen Ihnen der 
Beweis noch fehlt. Ich glaube, hieriiber versichem zu kiinnen, da8 es sich wirklich SO verhtilt, 
wie Sie vermuten. Wenn sich eine irreduzible algebraische Gleichung vom Grad p mit Qua- 
dratwurzelzeichen auf&en IaRt, dann kann jede Wurzel durch n Quadratwurz& rational 
ausgedriickt werden, SO daf3 jede Kombination der Vorzeichen dieser Wurzeln eine neue 
Wurzel der Gleichung gibt. Ausgehend von einem Satz der Substitutionentheorie, den ich 
s&on langere Zeit gekannt, aber noch nicht veriiffentlicht habe, bin ich imstande, dies zu 
beweisen. Ich habe in diesem Winter den ersten Entwurf einer Abhandlung, wo dieser Satz 
unter anderen bewiesen werden soli, ausgearbeitet. Da ich aber wlhrend der letzten zwei 
Jahre die auslindischen Zeitschriften nicht ordentlich verfolgt habe, habe ich sie zur Se&e 
gelegt, weil ich erst feststellen will, ob jemand anders in der letzten Zeit dieselben Dinge 
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bewiesen hat. Hiermit bin ich jetzt beschaftigt, und wenn ich nach Frederikshald zurtick- 
komme, wird es vermutlich meine erste Arbeit sein, diese Abhandlung fertig zu machen. 
Wenn ich von den Resultaten dieser Abhandlung ausgehen kann, wird der Beweis fur Punkt 
5) in Ihrem Brief einfach sein. Es wird ein Spezialfall eines allgemeinen Theorems iiber 
Gleichungen vom Grad p” sein, deren Auflosung auf die sukzessive Losung von n “abel- 
schen” Gleichungen vom Grad p reduziert werden kann. 
Sylow driickt sich weder hier noch in folgenden Briefen vollig eindeutig tiber die 
von ihm entdeckten S&e aus; es hot-t sich aber ganz so an, als ob er die Sylow- 
Satze zu diesem Zeitpunkt schon einige Zeit lang gekannt und bewiesen hatte. Er 
gibt such keine Andeutung einer Beweismethode und tiberlal3t es insbesondere 
Petersen, den Fall p = 2 selbst zu erledigen. In seiner Veroffentlichung von 1872 
weist er auf Petersens Arbeit hin, ohne anzudeuten, daB er diesen Satz schon 
frtiher und unabhangig von Petersen gekannt hat. 
4. GRUPPENTHEORIE ALS GALOIS-THEORIE 
Sylow ist also unzweifelhaft von der Theorie algebraischer Gleichungen und 
Galois-Theorie zur Gruppentheorie gekommen. Es sol1 jetzt diskutiert werden, 
welche Konsequenzen sich aus diesem Ansatz ergaben und wie die Beweise von 
Sylows Satzen vor diesem Hintergrund zu lesen sind. In diesem Zusammenhang 
ist als erstes festzustellen, darj allen Mathematikem dieser Generation offenbar 
die Tatsache gelaufig war, dalJ jede Permutationsgruppe als Galois-Gruppe reali- 
siert werden kann, und dal3 man sich somit bei der Untersuchung beliebiger Grup- 
pen auf Galois-Gruppen beschranken kann [lo]. Ein besonders eindrucksvoller 
Beleg dafiir findet sich in einem Algebra-Lehrbuch aus dieser Zeit, das von dem 
schon mehrfach erwahnten Petersen verfal3t worden war. Dort heiBt es [Petersen 
1878, 3251: 
Der obenstehende Beweis zeigt, dass keine anderen transitiven Gruppen von der Ordnung p” 
(n > 1) existieren als imprimitive. Der Beweis setzt freilich voraus, dass es eine Gleichung 
giebt, welche die gegebene Gruppe hat. Indessen entspricht jeder Gruppe eine Gleichung, 
namlich die allgemeine Gleichung vom Grade der Gruppe, wenn man dieser eine Function der 
Wurzeln, die durch die Substitutionen der Gruppe und nicht durch andere Substitutionen 
unverandert bleibt, adjungiert denkt. 
Kurzer und lakonischer konnte man wohl such heute nicht die iibliche Konstruk- 
tion einer Gruppe als Galois-Gruppe abhandeln, und man wird annehmen konnen, 
da13 dieser Gedankengang allgemein bekannt war, wenn er so knapp beschrieben 
wurde. Auch Sylow [1867] schreibt zu Beginn seiner erwahnten Arbeit ohne na- 
here Ausfuhrungen: 
Auf der anderen Seite kann man such beweisen, daR zu jedem gegebenen System von konju- 
gierten Substitutionen [d.h. zu jeder Gruppe] eine entsprechende Gleichung existiert. 
Wie noch ausgeftihrt werden wird, machte er in seiner Arbeit tiber die Sylow- 
Sgitze von dieser Tatsache implizit Gebrauch. Schlierjlich ging Kronecker schon 
einen Schritt weiter, indem er namlich bereits 1853 das Problem aufwarf, welche 
Gruppen eigentlich als Galois-Gruppen tiber Q realisiert werden konnen, wobei 
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die Realisierbarkeit iiber einem passenden K&-per mit unbestimmten Elementen 
fiir ihn wohl selbstverstandlich war: 
Ja, man konnte eigentlich gar nicht wissen, ob . . iiberhaupt noch irgend welche Glei- 
chungen existiren, welche die gegebenen Auflosbarkeits-Bedingungen erfiillen. Noch weniger 
konnte man solche Gleichungen bilden. . . [Kronecker 1853, 31 
Es ist durchaus amtisant zu verfolgen, wie Sylow und such Petersen von der 
Realisierung einer beliebigen Gruppe als Galois-Gruppe Gebrauch machen. Sieht 
man sich die heutigen Beweise der Sylow-Satze an, so ist ein Kernpunkt immer, 
eine geeignete Operation der Gruppe anzugeben. Vom Standpunkt der Galois- 
Theorie ist nichts einfacher und nattirlicher als das: die Galois-Gruppe operiert 
eben auf den Wurzeln der Gleichung bzw. den Konjugierten irgendeines passen- 
den Elementes. Auch kann man in der Sprache der Galois-Theorie die abstrakt- 
gruppentheoretische Konstruktion der Faktorgruppe nach einem Normalteiler 
umgehen: diese ist einfach die Galois-Gruppe des entsprechenden Normalkor- 
pers. In ahnlicher Weise braucht man such keine Nebenklassen nach einer Unter- 
gruppe; diese werden ebenfalls durch Konjugierte eines passenden Korperele- 
mentes ersetzt. Nach diesen Vorbemerkungen liest sich der Beweis von Sylows 
erstem Satz dann in ganz natiirlicher Weise wie folgt [vgl. Waterhouse 19801: Es 
sei G die Galois-Gruppe der Korpererweiterung L/K, ferner P eine maximale 
Untergruppe von p-Potenzordnung, N ihr Normalisator und F der Fixkorper von 
N. Wegen der Maximalitat von P enthalt NIP keine Elemente von p-Potenz- 
ordnung, und nach dem Satz von Cauchy ist IN/P\ teilerfremd zu p. Es sei jetzt x 
= x1 primitives Element von F mit Konjugierten x1, . . . , xh. Wir betrachten die 
Operation von P auf den xi. Trivialerweise wird xl festgelassen. Dies kann aber fur 
kein anderes xj = gxl, g E G, gelten, denn aus Pgxl = gxl folgt g-‘Pgx, = xl, also 
g-‘Pg C N. Dann gilt aber sogar g-‘Pg = P, denn alle Elemente von p-Potenz- 
ordnung von N liegen schon in P. Es folgt g E N, also xi = x1. Die Menge 
{Xl, . . 1 7 x,} zerf%llt also unter der Operation der p-Gruppe P in Bahnen, von 
denen nur eine 1-elementig ist. Es folgt h = 1 (mod p) und damit der erste Sylow- 
Satz. 
In ganz Bhnlicher Weise geht Petersen in seinem Lehrbuch beim Beweis der 
Auflosbarkeit der p-Gruppen vor. Wie wir in dem oben angeftihrten Zitat gesehen 
haben, hebt er diesen Ansatz such ganz ausdriicklich hervor. Es ergibt sich dann 
eine etwas andere Aussage und ein anderer Beweis als heute tiblich fur diesen 
Satz; sein eigentliches Anliegen ist ein Satz tiber die Auflosung algebraischer 
Gleichungen, den er so formuliert: 
Die nothwendige und ausreichende Bedingung daftir, dass eine Gleichung mit Hillfe von 
Abelschen Gleichungen pte” Grades aufgelost werden kann, besteht darin, dass die Grdnung 
ihrer Gruppe eine Potenz von p ist. Ihr Grad ist dann such eine Potenz von p. 
In heutiger Terminologie beweist Petersen folgendes: 1st G eine p-(;ruppe und H 
eine Untergruppe, so existiert eine Folge von Untergruppen G = H,, 3 Hi 3 Hz 2 
. . . 3 Hk = H, SO dal3 Hi+, normal vom Index p in Hi ist. Sein galois-theoreti- 
scher Beweis verlauft in heutiger Ausdrucksweise folgendermaben: Sei G die 
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Galois-Gruppe VOII L/K und F der Fixhorper von H mit Gem primitiven Element 
X. Wir betrachten die Operation von H auf den Konjugierten von x. Da x festgelas- 
sen wird, miissen wenigstens (p - 1) Konjugierte x2, . . . , xp such festgelassen 
werden, liegen also in F. Es gibt ein u E G mit oxI = x2, also aF = F. Also ist (T 
ein nicht-trivialer Automorphismus von F, etwa der Ordnung pr. Es sei F, &r 
Fixkorper von (TP’-’ und HI 3 H die zugehorige Galois-Gruppe. Dies Verfahren 
wird dann fortgesetzt. 
ES ist interessant, zum Vergleich einen Blick auf Sylows eigenen Beweis dieses 
Satzes zu wet-fen: In seinem ersten und wesentlichen Teil ist es genau der bis 
heute tibliche; G operiert durch Konjugation auf sich selbst, und man stellt fest, 
dal3 das Zentrum nicht-trivial ist. Weil er den Begriff der Faktorgruppe nicht kennt 
oder nicht benutzen will, kommt Sylow anschliegend auf seine galois-theoretische 
Betrachtungsweise zurtick, urn die Induktion zu Ende zu ftihren. 
Mit diesen Beispielen sollte hinreichend deutlich geworden sein, wie eng in dem 
betrachteten Zeitraum die Gruppentheorie noch mit der Galois-Theorie zusam- 
menhing und wie die genannten Mathematiker von gleichungstheoretischen Fra- 
gestellungen ausgingen. Es sollte jedoch noch auf einen Punkt in diesem Zusam- 
menhang eingegangen werden, ntimlich die wesentliche Rolle, die der Satz vom 
primitiven Element in den diskutierten Beweisen spielte. Bei Sylow wird er in 
folgender Form gebraucht: 1st H eine Untergruppe der vollen Permutationsgruppe 
von m Unbestimmten, so existiert eine rationale Funktion in diesen Unbe- 
stimmten, die genau unter den Substitutionen aus H invariant bleibt. Diese 
Funktion ist also ein primitives Element des Fixkorpers von H (auf dem rationalen 
Funktionenkorper in den m Unbestimmten operierend gedacht) iiber dem Korper 
der symmetrischen Funktionen. Es verdient hervorgehoben zu werden, dal3 
dieser Satz (oder eng verwandte) einer der Kernpunkte beim Aufbau der Galois- 
Theorie war; er hangt ja such mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie eng zusam- 
men. Er spielte eine wesentliche Rolle bei Galois selbst [Galois 1962, 47 ff.] als 
such in spateren Darstellungen der Galois-Theorie [Dedekind 198 1, 8 11. Insofern 
wurde er von Sylow (und such Petersen) wie selbstverstandlich benutzt [12]. 
5. GRUPPENTHEORIE IN DER GENERATION NACH GALOIS 
Es wtirde iiber die Fragestellung dieses Aufsatzes hinausgehen zu versuchen, 
eine vollstandige Darstellung der Hauptentwicklungstendenzen in der Gruppen- 
theorie nach Galois zu geben. Es sol1 darauf nur so weit eingegangen werden, dag 
deutlich gemacht werden kann, wie Sylows Arbeiten sich in diese Tendenzen 
einpassen. Insgesamt ergibt sich ein Bild von bemerkenswerter Einheitlichkeit. 
Sowohl Cauchys Theorie der Permutationsgruppen als such die Galois-Theorie 
(die die abstrakte Gruppentheorie urn Begriffe wie Normalteiler, Faktorgruppe, 
auhosbare Gruppe etc. bereichert hat) fiihren in natiirlicher Weise zu der Untersu- 
chung (transitiver) Gruppenoperationen. Dieses Problem steht, wie schon in der 
Einleitung hervorgehoben, (neben dem der Untersuchung linearer Gruppen) ganz 
eindeutig im Vordergrund des Interesses. 
Es ist meines Erachtens nicht angebracht, den Gegensatz zwischen abstrakter 
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Gruppentheorie und Theorie der Permutationsgruppen in dieser Zeit tiberzube- 
tonen. Es scheint vielmehr, dal3 das Konzept einer abstrakten Gruppentheorie 
den Mathematikem dieser Generation durchaus gegenwartig war und den (oft 
unausgesprochenen) Hintergrund ihrer Arbeiten bildete. Zumindestens Cayley 
[ 18781 und Dedekind [ 19811 hatten such schon in den fiinfziger Jahren ganz expli- 
zit eine abstrakte Gruppentheorie konzipiert. Beide stellen in diesem Zusam- 
menhang such das Problem der Klassifikation aller (endlichen) Gruppen als zen- 
trale Frage auf. Andererseits ist der Satz von Cayley, dal3 jede abstrakte Gruppe 
als Permutationsgruppe realisiert werden kann, eine solche Trivialitat, dalj er 
sicher ebenso allgemein bekannt war wie die Identittit der Begriffe Permutations- 
Gruppe und Galois-Gruppe. Es gab also fiir die Gruppentheoretiker dieser Zeit- 
insbesondere soweit sie an konkreten Fortschritten in dieser Theorie und nicht 
wie Dedekind an abstrakter Algebra interessiert waren-kaum einen Anlal3, 
scharf zwischen abstrakten Gruppen, Permutationsgruppen und Galois-Gruppen 
zu unterscheiden. SchlieBlich ist such vom rein mathematischen Standpunkt die 
Untersuchung der Permutationsgruppen naheliegender und erfolgversprechender 
als abstrakte Gruppentheorie. Stellt man sich z. B. das naheliegende Problem der 
Bestimmung mehrfach transitiver Gruppen, wie es Mathieu und Jordan getan 
haben, so kommt man bald zu tiefen Ergebnissen und schwierigen Problemen, die 
such heute noch nicht gel&t sind. 
Aus allen vorhandenen Dokumenten ergibt sich ganz eindeutig, da13 Fragen 
dieser Art es waren, die such Sylow sein ganzes Leben lang beschaftigt haben und 
die sein mathematisches Werk gepragt haben. Es ist schon ausgeftihrt worden, 
wie er sich im AnschluB an Galois die Frage nach den Untergruppen der S, gestellt 
hat, und wie er dadurch zu seinen Theoremen gekommen ist. Diese Satze ver- 
sucht er noch in derselben Arbeit von 1872, auf Probleme iiber transitive Grup- 
penoperationen anzuwenden, wobei er Resultate von Mathieu verallgemeinerte 
[Sylow 1872, Theo&me VI, VII und VIII]. An Jordan schreibt er urn diese Zeit 
tiber seine weiteren Absichten: 
Je me suis propose le probleme de trouver tomes les groupes de degrt n et d’orde (n + 1)n . V, 
mais je n’ai encore pu le resoudre. . . . L’insuffisance des mes efforts pour resoudre ce 
probltme ayant un peu rebaisse l’opinion que je m’etais d’abord form&e sur I’utilite de mon 
theoreme. . Quand vous me honorez d’une seconde lettre, je vous prie Monsieur de 
vouloir bien me dire si I’on a fait Yenumeration des groupes transitifs pour des degres plus 
grands de 7, et oh cela est imprime. . . . (Brief vom 20.8.1872) 
Je vais mantenant m’occuper du nombre p dans I’egalite 0 = n”u(np + 1) et de la forme des 
groupes d’ordre n”. . . . (Brief vom 6.12.1872) 
Dans le temps tvulee depuis ma demitre lettre je me suis principalement occupe des groupes 
d’ordre no, en me bomant pour le moment aux groupes transitifs. . . (Brief vom 82.1873) 
Jordan seinerseits wendet, unmittelbar nachdem er bei seinem Besuch in Christi- 
ania (Oslo) von Sylows Satzen erfahren hatte, diese-ganz im Sinne des be- 
schriebenen “Forschungsprogrammes” -an, urn Abschatzungen fur den hochst- 
moglichen Transitivitatsgrad einer Permutationsgruppe zu erhalten. Mit Unter- 
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suchungen dieses Problems hatte er sich schon frtiher in mehreren Noten beschaf- 
tigt [Jordan 19611. Urn diese Fragestellung geht es hauptsachlich in seinen Briefen 
an Sylow aus dieser Zeit; er publiziert diese Resultate in [I8731 und hebt in der 
Einleitung die Bedeutung von Sylows Ergebnissen hervor (vgl. das Zitat in Ab- 
schnitt 1). 
Sylow selbst hat nur noch einmal [1888] eine grol3ere gruppentheoretische Ar- 
beit publiziert, die wohl vie1 fruher entstanden war und sich unmittelbar an friihere 
Untersuchungen von Galois, Jordan und ihm selbst anschliel3t. Hatte er in der 
Arbeit [1867] transitive Gruppen vom Grad p untersucht, so geht es in dieser 
Arbeit urn transitive Gruppen vom Grad p*. Er bestimmt weitgehend vollstandig 
in diesem Fall die Struktur der moglichen p-Sylow-Gruppen, ihrer Normalisatoren 
und die moglichen Ordnungen dieser Gruppen. Galois und Jordan hatten sich mit 
den auflosbaren Gruppen dieser Art beschaftigt, tiber die Galois eine Vermutung 
geauaert hatte, die von Jordan berichtigt, vervollstandigt und bewiesen worden 
war. Sylow erweitert diese Untersuchungen also auf nicht-auflosbare Gruppen. 
Aus seinem unveroffentlichten Nachlalj [vgl. Skolem 19221 ist ersichtlich, da13 er 
sich such intensiv mit hoheren Graden, insbesondere dem Fall p3, aber such 
zusammengesetzten Graden wie 2p beschaftigt hat. Zu abschliefienden Resultaten 
und Publikationen ist er aber nicht mehr gekommen. 
Sylow wirkte als Gymnasiallehrer im abgelegenen Frederikshald weitab von 
allen Zentren mathematischer Aktivitat, und er klagte oft in seinen Briefen tiber 
seine vollige Isolierung. Wohl deshalb und such wegen anderer zeitraubender 
Verpflichtungen (Abel-Ausgabe, Mitherausgabe der Acta Mathematics) hat er nur 
einmal eine bahnbrechende Arbeit veroffentlicht. Seine wirkliche Originalitat und 
mathematische Kraft ist deshalb nur schwer abzuschatzen. In seinem gruppen- 
und galois-theoretischen Werk hat er sich jedenfalls mit zentralen Problemen 
beschgftigt. Es bleibt sein Verdienst, eines der Hauptergebnisse der Struk- 
turtheorie endlicher Gruppen entdeckt zu haben. such wenn diese Entdeckung 
urn diese Zeit fast als historische Notwendigkeit erscheint. 
FUSSNOTEN 
1. Z. B. heiRt es in Hupperts umfangreichem Handbuch [1967, 351: Die Satze 7.3 bis 7.6 [das sind 
die Sylow-Satze] sind von grundlegender Bedeutung fur die Theorie der endlichen Gruppen. Wir 
werden sie immer wieder verwenden, und ein nicht geringer Teil unserer Arbeit wird die Suche nach 
Ausdehnungen dieser Satze sein. 
2. Die Briefe Jordans an Sylow werden mit dam Nachlag Sylows in der Universititsbibliothek Oslo 
aufbewahrt. Ich danke T. Gulliksen fur die Beschaffung von Fotokopien und der Universitatsbi- 
bliothek fur die Genehmigung zur auszugsweisen Veroffentlichung. 
3. J. Petersen war offenbar ein guter und kenntnisreicher Mathematiker, der eine Reihe ausgezeich- 
neter Lehrbticher verfaI3t hat. Eine wissenschaftliche Biographie iiber ihn, die seine Beziehungen zu 
anderen Mathematikern beschreibt und etwas Licht auf den Entwicklungsstand der Mathematik in den 
skandinavischen Landem wirft, ware wtinschenswert. 
4. Im Sinne der These, daB die Geschichtsschreibung einer mathematischen Theorie sich vor allem 
mit den tiefen Resultaten befassen sollte, wire eine Untersuchung uber Mathieus bemerkenswertes 
Werk, insbesondere seine Entdeckung der nach ihm benannten einfachen Gruppen, hochst wtin- 
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schenswert. Hier ist ein Vorgriff auf eine Entwicklung zu sehen, die erst fast 100 Jahre spater wirklich 
aktuell wurde. 
5. Bei Lagrange [1770/71, 4031 heiBt es: Voila, si je ne me trompe, les vrais principes de la 
resolution des equations et I’analyse la plus propre a y conduire; tout se reduit, comme on voit, a une 
espbce de calcul de combinaisons, par lequel on trouve a priori les resultats auxquels on doit s’atten- 
dre. 
6. Galois, Dedekind und Sylow erwahnen alle drei im Zusammenhang mit den Sylow-Sftzen 
zunlchst den Satz von Cauchy. 
7. Dedekinds gruppentheoretische Studien werden in WuRings grundlegender Untersuchung [1969] 
nicht erwlhnt; such der hier diskutierte Problemkreis wird nur stiefmiitterlich behandelt. Insgesamt 
erscheinen einige Korrekturen an dem von Wussing gezeichneten Bild notwendig: 1.) Die Idee einer 
abstrakten Gruppentheorie schien schon lange, bevor sie explizit formuliert wurde, den Gruppen- 
theoretikem durchaus gegenwlrtig gewesen zu sein, und half ihnen, Ordnung und Struktur in ihre 
Untersuchungen zu bringen. 2.) Zumindest die Theorie endlicher Gruppen hat sich iiberwiegend wohl 
doch aus der Galois-Theorie entwickelt. Eine ausfiihrliche Diskussion ist hier nicht moglich. 
8. Der Briefwechsel Petersen-Sylow wird an der Universitlt Oslo autbewahrt; vgl. F&note 2. Die 
Briefe von Sylow an Jordan befinden sich in der Bibliotheque centrale de l’ecole polytechnique in 
Palaiseau. Ich danke Frau Cl. Billoux fiir freundliche Untersttitzung bei der Beschaffung der Briefe. 
9. Ich danke J. Hoyrup fur Hilfe bei der Entzifferung und Ubersetzung dieser Briefe. 
10. In diesem Zusammenhang ist es wohl eher nebensachlich, ob und wieweit der abstrakte Grup- 
penbegriff und die Darstellung abstrakter Gruppen als Permutationsgruppen bekannt war. 
11. Dieses Buch, dessen danische Originalausgabe ein Jahr frtiher erschienen war, ist ein be- 
merkenswert klares, verstandliches und vollstlndiges Lehrbuch der Algebra, weit besser als Serrets 
und vermutlich eines der besten vor Webers Algebra. Es verdiente, etwas besser bekannt zu sein. 
12. In diesem Zusammenhang meine ich, dafl Waterhouse [1980, 2801 sich etwas mi8verstandlich 
ausdrtickt, wenn er schreibt: 
But historically more interesting (and making the proof much harder to read) is the fact that 
Sylow does not explicitly have the concept of action on cosets. What appears in its place is a 
theorem of Cauchy which is hardly remembered now: If H is any group of substitutions of n 
variables, then there is a function of those variables left invariant by the substitutions in H 
and by no other substitutions. 
Es geht im wesentlichen einfach urn den Satz vom primitiven Element! 
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